RELACIONES ENTRE LAS FAMILIAS DE DISTRIBUCIONES BETA DE VARIANZA CONSTANTE, MESOCURTICAS, DE TIPO CABALLER Y 
[image: image1.wmf]1

q

p

pq

+

+

=


HERRERÍAS PLEGUEZUELO, RAFAEL

Departamento de Métodos Cuantitativos para la Economía y la Empresa

Universidad de Granada

Correo e: rherreri@ugr.es
PALACIOS GONZÁLEZ, FEDERICO 

Departamento de Métodos Cuantitativos para la Economía y la Empresa

Universidad de Granada

Correo e: fpalacio@ugr.es


HERRERÍAS VELASCO, JOSÉ MANUEL 

Departamento de Métodos Cuantitativos para la Economía y la Empresa

Universidad de Granada

Correo e: jmherrer@ugr.es


RESUMEN

En el presente trabajo se determinan los valores de la constante k, ponderación variable del valor más probable, que surge de la reparametrización de Golenko-Ginzburg (1998), coincidente con la obtenida también en el mismo año por Herrerías ed. (2001, Págs. 135-159), de cada una de las cuatro familias de distribuciones beta reseñadas en el título del artículo y se establecen las intersecciones de cada pareja de familias de distribuciones, así como la intersección conjunta de las cuatro familias, que resulta ser la distribución beta del método PERT, lo que en cierto modo avala la validez de este modelo en línea con la tesis del artículo de Kamburowski (1997). 
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1. INTRODUCCIÓN

La distribución beta, 
[image: image2.wmf])
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, se utiliza como modelo probabilístico en un gran número de problemas económicos: fidelidad a una marca, análisis de inversiones , valoración, duración de un trabajo complejo, etc..., debido, entre otras cosas, a su tremenda maleabilidad para representar situaciones harto diferentes. Así la distribución uniforme o rectangular es un caso particular de distribución beta (
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), la distribución parabólica con máximo en el punto (0,5 ; 1,5) se obtiene para 
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 resulta una distribución que tiene una densidad tipo bañera, Castillo (1993).

La distribución beta utilizada en el método PERT, como modelo probabilístico, para la duración de un tarea ó para modelizar el flujo neto de una inversión, está completamente especificada, por las condiciones que se imponen y sus parámetros son : 
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, Romero (1991), según sea la estimación subjetiva de la moda suministrada por el experto: 
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, centro del intervalo recorrido de la variable, esto es, según sea su asimetría, Herrerías ed. (2001, Págs. 101-107).

Curiosamente esta distribución es la intersección común de cuatro familias de distribuciones beta: a) las de varianza constante, caracterizadas porque la varianza de la variable estandarizada 
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, es 
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. b) las mesocúrticas, que como su propio nombre indica, se caracterizan porque el coeficiente de curtosis, tanto de la variable original X, como de la variable estandarizada Z, es nulo, Herrerías ed. (2001, Págs. 177-198) c) las que constituyen la familia Caballer, caracterizadas porque sus parámetros p y q son de la forma: 
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, Caballer (1998) y d) las betas de primera especie caracterizadas porque 
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 con la condición adicional de que sus parámetros cumplan la relación 
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Obsérvese que la familia Caballer incluye como caso muy particular (h=3) la distribución beta utilizada en el método PERT que, desde sus orígenes, Malcolm, Roseboom, Clark y Fazar (1959), ha estado llena de críticas y polémicas, MacCrimmon y Ryavec (1964), Welsh (1965), Lukaszewicz (1965), más reciente es la pregunta de Sasieni (1986) a la comunidad científica, que fue respondida simultáneamente y de forma diferente por Gallagher (1987) y Littlefield y Randolph (1987). Permaneciendo de actualidad por sus buenos resultados prácticos e incluso en estos últimos años han aparecido trabajos que justifican el buen comportamiento del modelo beta del método PERT,  Kamburowski (1997), Herrerías, García y Cruz (1999), Herrerías ed. (2001, Págs. 19-25) y Herrerías ed. (2001, Págs. 101-107) y otros que varían el modelo beta original, Premachandra (2001), Herrerías ed. (2001, Págs. 19-25) y Herrerías (2001, Págs. 167-176). Es en estas dos últimas líneas de investigación donde se encuadra el presente trabajo que trata de determinar las interrelaciones de cuatro familias de distribuciones beta, mediante la constante k, que pondera de forma variable la moda estimada subjetivamente por el experto.

2. Familia de distribuciones beta de varianza constante

Si se estandariza al intervalo 
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 el recorrido de la variable X que es el intervalo 
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, se tiene que la expresión de la moda de la distribución beta tetraparamétrica de primera especie, que es: 
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Dumas de Rauly (1968), se transforma en:
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En efecto, de (1) se tiene que:
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restando 
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dividiendo por 
[image: image29.wmf])
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de donde, llamando 
[image: image31.wmf]2

q

p

k

-

+

=

 y 
[image: image32.wmf]a

b

a

m

m

0

-

-

=

 queda (2), c.q.c.

Por otra parte, a partir de (2) se obtiene:
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y sustituyendo (6) en 
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Las expresiones (6) y (7) determinan los parámetros desconocidos p y q de la distribución beta, en función de unos nuevos parámetros mucho más interpretables: k (ponderación variable del valor más probable) y m (valor estandarizado del valor modal suministrado por el experto).

La varianza de la distribución beta de primera especie es:
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Canavos (1987), que al estandarizarse queda:
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y sustituyendo p y q por sus expresiones reparametrizadas (6) y (7), resulta:
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e igualando (10) a la expresión constante 
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 que es la característica de las distribuciones beta de varianza constante, se tiene:
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luego, el parámetro k debe verificar la ecuación cúbica siguiente:
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ecuación que se satisface para el modelo beta del método PERT, que tiene una 
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, Herrerías ed. (2001, Págs. 135-159).

Al igualar (9) a 
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y como 
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tiene como soluciones los parámetros p y q, en función de k, característicos de la familia de distribuciones beta de varianza constante. Tales parámetros son:
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expresión que pone de manifiesto que k debe ser a lo sumo 6.

Por otra parte, como los parámetros p y q deben ser mayores que 1, para que la distribución sea unimodal y campaniforme, está obligado (14) a ser mayor que uno, luego:
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, expresión que, para k
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Por tanto las distribuciones beta que tienen varianza Z constante deben de tener una k
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3. Familia de distribuciones beta mesocúrticas

Esta familia se caracteriza porque su coeficiente de curtosis:
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es nulo, Herrerías ed. (2001, Págs. 101-107), para lo cual basta con que el numerador de (15) sea cero. Nótese que el denominador es un número positivo ya que: 
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Como: 
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y para que esta última expresión sea cero, basta con que:


[image: image67.wmf]16

k

5

)

3

k

(

)

2

k

(

)

2

k

(

3

)

5

k

(

2

)

3

k

(

)

2

k

(

)

q

p

(

3

)

3

q

p

(

2

)

1

q

p

(

)

q

p

(

pq

2

2

2

+

+

+

=

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

+

=


(16)
Igualando (16) al producto de (6) y (7) se tiene:
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de donde:
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resultando que el parámetro k debe cumplir la ecuación cúbica siguiente:
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la expresión (17) la cumple el modelo beta del método PERT (
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Por otra parte, de (16) y de que 
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Tiene como soluciones los parámetros p y q , en función de k, característicos de la familia de distribuciones beta mesocúrticas. Tales parámetros son:
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Obsérvese que para 
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 quedan los parámetros del modelo beta del método PERT y como tales parámetros deben ser mayores que 1, se tiene que:
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luego:  
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ecuación cúbica que al tener dos permanencias y una variación entre sus monomios, debe tener una sola raíz positiva que será real, Rey Pastor y otros (1969), y como (20) para 
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Por tanto, si se requiere un modelo mesocúrtico, este tendrá una 
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4. Familia de distribuciones beta tipo Caballer

La familia de distribuciones beta tipo Caballer se caracterizan porque sus parámetros p y q son de la forma:
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Caballer (1998), con la condición de que h debe ser mayor que 
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Obsérvese que esta familia es triparamétrica por lo que con las estimaciones periciales subjetivas queda perfectamente especificada, en particular de (6) se tiene: 
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luego: 
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y como h debe ser mayor que 
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Como se ve, h se obtiene en función del valor modal estandarizado. Esta propiedad de la beta Caballer es una gran ventaja sobre las distribuciones beta de otras familias que no quedan perfectamente especificadas con los tres valores típicos requeridos en el método PERT.

La forma de especificar una distribución beta tipo Caballer, mediante los valores a, b y 
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Por el contrario si 
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El caso 
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, que corresponde a una distribución simétrica, queda excluido del método PERT, ya que la media 
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 y las distribuciones no son simétricas.

Por otra parte, cuando 
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, resultados coherentes con (23) y con que 
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5. Familia de distribuciones beta de primera especie caracterizada porque sus parámetros cumplen la relación 
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En Herrerías, R. y Herrerías, J. M. (2004) se introduce la familia de distribuciones beta de primera especie caracterizada porque sus parámetros cumplen la relación 
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, con esta simple restricción se logra una familia de distribuciones beta que tiene entre otras propiedades interesantes la de poder especificarse completamente sólo con la ayuda de las tres estimaciones subjetivas, típicas del método PERT: valor menor, valor mayor y valor más probable de la variable para cada periodo o instante t. Esto se consigue estimando la ponderación variable del valor más probable, k, mediante:
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A partir de las expresiones (6) y (7), que determinan los parámetros desconocidos p y q de la distribución beta, se tiene:
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De donde:
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6. Relaciones entre las diferentes familias
6.1. Familias mesocúrticas y de varianza constante
Como se ha puesto de relieve en (16) y en (12) lo característico de estas familias es el valor de 
[image: image134.wmf]pq

 en función de k, luego las distribuciones beta que pertenezcan a ambas familias deben de cumplir lo siguiente:
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que da como única solución válida 
[image: image136.wmf]4
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, luego sólo el modelo beta del PERT es simultáneamente mesocúrtico y de varianza constante.

6.2. Familias mesocúrticas y de tipo Caballer
Como se ha puesto de relieve en (16) y en (22) lo característico de estas distribuciones es el valor de 
[image: image137.wmf]pq

 en función de k, luego las distribuciones beta que pertenezcan a ambas familias deben de cumplir lo siguiente:
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(28)
ecuación que se transforma en:
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que da como única solución válida 
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, luego sólo el modelo beta del PERT es simultáneamente mesocúrtico y de tipo Caballer .
6.3. Familias mesocúrticas y betas caracterizadas porque sus parámetros cumplen la relación 
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Como se ha puesto de relieve en (16) y en (26) lo característico de estas distribuciones es el valor de 
[image: image142.wmf]pq

 en función de k, luego las distribuciones beta que pertenezcan a ambas familias deben de cumplir lo siguiente:
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(30)
ecuación que se transforma en:
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que da como única solución válida 
[image: image145.wmf]4
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, luego sólo el modelo beta del PERT es simultáneamente mesocúrtico y beta caracterizada porque sus parámetros cumplen la relación 
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6.4. Familias de varianza constante y de tipo Caballer
Como se ha puesto de relieve en (12) y en (22) lo característico de estas distribuciones es el valor de 
[image: image147.wmf]pq

 en función de k, luego las distribuciones beta que pertenezcan a las dos familias deben de cumplir lo siguiente:
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ecuación que se transforma en:
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de donde 
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Tomando 
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 y además h debe ser mayor que 
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Por tanto existe una única distribución beta que es simultáneamente de varianza constante y de tipo Caballer y es la del método PERT (
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6.5. Familias de varianza constante y betas caracterizadas porque sus parámetros cumplen la relación 
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Como se ha puesto de relieve en (12) y en (26) lo característico de estas distribuciones es el valor de 
[image: image158.wmf]pq

 en función de k, luego las distribuciones beta que pertenezcan a las dos familias deben de cumplir lo siguiente:
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ecuación que se transforma en:
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que da como única solución válida 
[image: image161.wmf]4

k

=

, luego sólo el modelo beta del PERT es simultáneamente de varianza constante y beta caracterizada porque sus parámetros cumplen la relación 
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6.6. Familias de tipo Caballer y betas caracterizadas porque sus parámetros cumplen la relación 
[image: image163.wmf]1
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Como se ha puesto de relieve en (22) y en (26) lo característico de estas distribuciones es el valor de 
[image: image164.wmf]pq

 en función de k, luego las distribuciones beta que pertenezcan a las dos familias deben de cumplir lo siguiente:


[image: image165.wmf]3

k

4

4

k

4

k

2

+

=

-

+





(36)
ecuación que se transforma en:


[image: image166.wmf]16

k

2

=






(37)
que da como única solución válida 
[image: image167.wmf]4
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, luego sólo el modelo beta del PERT es simultáneamente de tipo Caballer y beta caracterizada porque sus parámetros cumplen la relación 
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Conclusiones
La intersección de cualquier combinación de 2, 3 ó 4 de las familias de distribuciones beta de varianza constante, mesocúrticas, de tipo Caballer o que cumplan con 
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, es la distribución beta del método PERT, es decir: 
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, caracterizada porque el peso del valor más probable, k, es igual a 4 y por tanto pq=7.
Este teorema viene a corroborar la idea de validez de este modelo en línea con la tesis del artículo de Kamburowski (1997) y Herrerías y Pérez (1996).

Representando cada una de las familias de distribuciones por un conjunto en forma de ficha [image: image171.png]


, las relaciones entre las cuatro familias de distribuciones beta se pueden visualizar mediante el siguiente diagrama de Venn se obtiene:
[image: image173.wmf]7

pq

=


[image: image172]
que enriquece y corrige el trabajo presentado por los autores en el I congreso internacional de Tasación y Valoración, celebrado en Universidad Politécnica de Valencia en el año 2002.
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